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Résumé / Abstract
Dans ce papier on regarde l'effet de la combinaison de différents moyens
d'assurance sur l'efficacité du lissage de la consommation et les conséquences de
l'engagement incomplet. Dans un contrat de partage de risque auto-exécutoire du
type développé par Thomas et Worrall (1988), on introduit un compte d'épargne
accessible à l'agent qui a de l'aversion pour le risque. L'accumulation d'épargne sert
alors de collatéral et le lissage de la consommation est améliorée. De plus, l'utilisa-
tion judicieuse du compte d'épargne permet de relâcher les contraintes d'engagement
de l'autre agent. Ces résultats dépendent du fait que le stock d'épargne est parfaite-
ment observable et que les taux de préférence pour le présent sont égaux pour les
deux agents, ce qui rend épargne et dette envers l'autre agent parfaitement substitu-
ables. Si on relâche ces hypothèses, le lissage de la consommation effectué par le
contrat est moins efficace mais il reste meilleur que ce qu'on obtient sans épargne.
This paper studies the effect of combining different insurance schemes
on the efficiency of consumption smoothing in an environment without com-
mitment. A savings account is introduced into the self-enforcing risk-sharing
model of Thomas and Worrall (1988). The risk averse agent's savings play the
role of a collateral, thereby improving consumption smoothing. Furthermore, the
optimal use of the savings account relaxes the other agent's self-enforcing
constraints. These results depend on the fact that savings are perfectly obser-
vable and that the rate of time preference are the same for the two agents making
savings and debt substitutable. If these assumptions are relaxed, consumption
smoothing worsens but is still better that what is obtained without savings.
Mots Clés : Consommation, épargne, contrainte de crédit endogène
Keywords : Consumption, savings, endogenous liquidity constraint
JEL : C61, D11, D92, E21
1 Introduction
L'incompletude des marches explique pourquoi les individus, pour-
tant consideres comme ayant de l'aversion pour le risque, sont souvent
imparfaitement assures. Si les marches sont complets, chacun peut trou-
ver un portefeuille capable de garantir le lissage intertemporel de sa
consommation etant donne l'environnement aleatoire auquel il est sou-
mis. Or, les donnees aussi bien macro- que micro-economiques montrent
que la consommation est tres variable. L'hypothese que les agents consom-
ment a chaque periode leur revenu permanent est d'ailleurs rejetee par
les tests empiriques. Les agents sont incapables de s'assurer parfaitement
contre des variations aleatoires de leur revenu.
Les contraintes de liquidite sont souvent avancees comme exemple de
l'incompletude des marches. Ces contraintes restreignent l'acces au cre-
dit des agents a qui il devient impossible de construire les portefeuilles
de pre^ts et emprunts necessaires pour assurer la consommation contre
des chocs de revenu. Ces contraintes sont tres realistes ; le montant qu'un
individu peut emprunter en pratique, par le biais des banques en particu-
lier, est toujours limite, conditionnel a des depots de garanties ou oert
a un taux superieur a celui auquel l'agent pourrait lui-me^me pre^ter. Les
modeles de consommation avec agent representatif ont largement utilise
les contraintes de liquidite pour expliquer l'echec de la theorie du re-
venu permanent. Garcia, Lusardi et Ng (1995) montrent par des tests
empiriques sur des donnees micro-economiques que les contraintes de
liquidite sont l'explication la plus convaincante de la sensibilite de la
consommation au revenu courant. Deaton (1991) a simule des trajec-
toires de consommation et d'epargne assez proches des donnees agregees
a partir d'un modele de consommation et d'epargne avec contrainte de
liquidite.
Un autre aspect de l'incompletude des marches emerge dans la theo-
rie des contrats. On trouve que l'imperfection des marches empe^che les
contrats d'atteindre leur solution de premier rang. Dans ce cas, les im-
perfections proviennent souvent de l'asymetrie d'information. Les pro-
blemes d'alea moral ou d'anti-selection contraignent les echanges bilate-
raux, comme les partages de risque, a s'etablir a des niveaux inecaces.
Les problemes d'information sont d'ailleurs aussi souleves pour expliquer
le rejet empirique de la theorie du revenu permanent (Pischke, 1995).
L'impossibilite d'engager les parties est une autre source d'imperfec-
tion des contrats. Celle-ci provient de l'incapacite du legislateur d'etendre
son contro^le a tous les aspects de la vie economique. Beaucoup de contrats
ne peuvent pas e^tre executes par les cours, que ce soit parce que les frais
de justice sont trop eleves ou parce qu'aucun juge n'a la competence
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necessaire pour verier la realisation des contingences stipulees dans
les contrats. L'eet des problemes d'engagement sur la performance du
partage de risque est deja bien connu. Thomas et Worrall (1988) ont
developpe un contrat de partage de risque avec contraintes d'engage-
ment dans le cadre du marche du travail. Ils montrent que le lissage de
la consommation est rendu imparfait par l'absence d'engagement si le
taux d'escompte est susamment loin de 1. Dans toutes les periodes,
la consommation de l'agent riscophobe est soumise a une borne supe-
rieure et a une borne inferieure dependantes de la realisation des chocs
exogenes. Ces bornes sont directement reliees au defaut d'engagement
et limitent les possibilites de lissage intertemporel. Gauthier, Poitevin et
Gonzalez (1996) etudient un modele de contrat auto-executoire ou les
parties peuvent eectuer un paiement ex-ante, c'est-a-dire eectuer des
transferts en debut de periode, avant la realisation de l'etat de la nature.
Ces paiements permettent de rela^cher considerablement les contraintes
auto-executoires et d'ameliorer la performance du lissage de la consom-
mation.
Le modele developpe ici part de l'idee que les agents cherchent a lis-
ser au mieux leur consommation. Il semble que me^me si l'incompletude
des marches touche toutes les formes d'assurance auxquelles peut avoir
acces un consommateur, la combinaison des dierents moyens de lissage
peut permettre d'en reduire l'eet. Il ne devrait donc pas se limiter a
une seule forme d'assurance. Or les modeles d'epargne avec contrainte de
liquidite ignorent la possibilite pour les individus de recourir au partage
de risque en empruntant et les modeles de contrats ne permettent pas
aux agents d'epargner. Il est pourtant realiste de supposer qu'un agent
engage dans un contrat de partage de risque imparfait n'est pas empe^-
che de completer son assurance, en dehors du contrat, par un compte
d'epargne. La question est de savoir si l'interaction de ces deux modes
de repartition intertemporelle de la consommation ameliore reellement
cette repartition. Dans cette etude, on introduit l'epargne comme oppor-
tunite externe de l'une des parties d'un contrat auto-executoire et l'on
observe que cela contribue a rela^cher les contraintes auto-executoires, du
moins pour l'un des agents.
Marcet et Marimon (1992) ont deja introduit une possibilite d'accu-
mulation dans un contrat auto-executoire et ont trouve que le ro^le du
contrat s'en trouvait diminue. C'est-a-dire que les transferts entre les
deux agents a l'optimum sont minimes. Cependant ils ont considere un
modele de croissance ou l'agent riscophobe accumule du capital par une
technologie d'investissement risquee. Ce capital entre ensuite comme in-
put dans une fonction de production qui genere le bien consomme ou
investi. Dans leur modele l'agent neutre au risque est completement en-
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gage et l'accumulation d'epargne n'a pas un ro^le de lissage mais un ro^le
de croissance. Leur modele souligne donc pluto^t l'eet du probleme d'en-
gagement de l'agent riscophobe sur les possibilites de croissance. Dans ce
travail, on s'interesse surtout aux consequences des possibilites externes
d'accumulation sur les eets de l'engagement incomplet. En d'autres
termes, l'introduction de l'epargne rela^che-t-elle les contraintes d'enga-
gement?
Le contrat de partage de risque evoque ici, est un contrat de nan-
cement. Il decrit les transferts necessaires pour qu'un individu puisse
repartir sa consommation sur son horizon de vie independamment des
chocs exogenes de revenu qu'il peut subir. Les deux agents dont on parle
ici peuvent e^tre vus comme une banque et un entrepreneur. L'entrepre-
neur soumis aux aleas de la production et des marches doit recourir au
nancement d'une banque pour lisser les entrees d'argent dans sa com-
pagnie. Le contrat represente la relation de long terme dans laquelle
s'installent la banque et l'entrepreneur. La banque est censee renan-
cer l'entrepreneur chaque fois qu'il conna^t des chocs negatifs de recette.
Elle n'est cependant pas tenue de la faire : elle peut decider a n'importe
quel moment de cesser de renancer l'entreprise. L'entrepreneur peut
accumuler des reserves nancieres. Il peut egalement declarer faillite et
refuser de payer ses dettes a la banque. Les contraintes d'engagement
sont donc partie integrante de leur relation.
Le contrat avec opportunites externes d'epargne peut aussi s'interpre^-
ter dans d'autres contextes comme le marche du travail ou l'employeur
accumule une partie des paiements du^s aux travailleurs dans des fonds
de pension. Le compte d'epargne represente alors le fonds de pension
accumule par le travailleur. Les contrats de dette internationaux sont
l'exemple ou le probleme d'engagement est le plus evident. Les place-
ments nanciers (l'epargne) des pays emprunteurs sur les marches inter-
nationaux devraient avoir un eet sur les possibilites des contrats et les
incitations a les briser.
Dans la section suivante, on decrit le modele et dans celle qui suit,
on derive les proprietes qui le caracterisent. La derniere section discute
les resultats.
2 Le modele
Nous considerons un environnement ou un agent (l'agent 1) est sou-
mis a un revenu exogene aleatoire. Il existe un ensemble discret d'etats
de la nature S = f1; : : : ; Sg invariant dans le temps. Ces etats de la
nature sont identiquement et independamment distribues et a chacun
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d'eux correspond une realisation du revenu aleatoire y
s
. On note p
s
la
probabilite de l'etat s,
P
s2S
p
s
= 1. On suppose y
1
< : : : < y
S
. L'agent
1 est riscophobe et ses preferences sur sa consommation sont represen-
tees par une fonction d'utilite u identique a chaque periode. La fonction
est denie sur [0; ] et bornee pour ces valeurs. Elle est continue, stricte-
ment croissante, strictement concave et continu^ment dierentiable telle
que u
0
> 0, u
00
< 0 et u
0
(0) =1.
L'agent 1 possede par ailleurs un compte d'epargne sur lequel il peut
faire des depo^ts a chaque periode. Notons A
t
son stock d'epargne en n
de periode t 1. Cette epargne genere des intere^ts au taux r par periode.
L'agent 1 peut utiliser son compte d'epargne pour lisser sa consommation
dans le temps. Cependant, il est soumis a une contrainte de liquidite et
ne peut en aucun cas emprunter au taux r.
L'agent 1 peut toutefois emprunter par le biais d'un autre agent,
l'agent 2. L'agent 2 est neutre vis-a-vis du risque, dote d'une fonction
d'utilite lineaire v(b) = b. Il recoit une dotation e par periode. Nous sup-
poserons e = 0 sans perte de generalite. Il existe des gains a l'echange
entre les deux individus parce que l'agent 1 est pre^t a eectuer des paie-
ments a l'agent 2 pour voir la variabilite de sa consommation diminuer
tandis que l'agent 2 peut supporter une partie du risque subi par l'agent
1 sans voir son utilite decro^tre. Les deux agents ont un horizon de vie
inni.
Les deux agents signent a la date t = 0 un contrat de partage de
risque qui stipule des transferts b
s
t
de l'agent 1 vers l'agent 2 pour toutes
les dates t = 1; : : : ;1, en fonction de toutes les realisations possibles
de l'etat de la nature s a ces dates. Le transfert b
s
t
peut e^tre positif ou
negatif. Les deux agents ont le me^me taux de preference pour le present :
. Nous supposons ici que r = . Le facteur d'escompte est  =
1
1+
.
Notons h
t
= (s
0
; : : : ; s
t
) l'histoire des realisations des etats de la
nature jusqu'en t et H
t
l'ensemble des histoires possibles en t. Soit  un
plan de consommation.  est un ensemble de fonctions 
t
: H
t
! R
2
telles que 
t
(h
t 1
; s
t
) = (A
s
t
t+1
; b
s
t
t
). Le plan  donne a chaque periode
un niveau d'epargne et un niveau de transfert en fonction de l'etat de la
nature realise dans la periode et de l'histoire passee. Notons U
t
(; h
t
) et
V
t
(; h
t
) les sommes esperees des utilites futures escomptees des agents
1 et 2 respectivement, a la periode t sous le plan . Alors :
U
t
(; h
t
) = u(c
s
t
t
) + E
t
P
1
=1


u(c
s
t+
t+
);
V
t
(; h
t
) = b
s
t
t
+E
t
P
1
=1


b
s
t+
t+
:
Ici, E
t
est l'operateur d'esperance selon l'information disponible en pe-
riode t, h
t
. Et la consommation est determinee par c
s
t
t
= y
s
t
+ (1 +
r)A
s
t 1
t
 A
s
t
t+1
  b
s
t
t
.
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L'existence du compte d'epargne va entrer en compte dans les possi-
bilites de partage de risque oertes par le contrat. An de bien com-
prendre comment les comportements de consommation avec epargne
peuvent jouer sur les realisations du contrat, on commence par rappeler
les principaux resultats du modele d'epargne simple avec contrainte de
liquidite. Ceux-ci ont ete etudies entre autres par Schechtman (1976) et
Escudero et Schechtman (1977).
2.1 Le modele d'epargne avec contrainte de liquidite
L'agent 1 benecie toujours de son revenu aleatoire iid et fait des
choix d'epargne de facon a maximiser son utilite sur tout l'horizon. En
debut de periode t il possede un montant d'epargne (1+r)A
t
et recoit une
dotation y
s
; il repartit ce revenu disponible entre sa consommation c
s
t
et
son epargne pour la periode suivante A
s
t+1
. Il doit donc toujours respecter
l'equation budgetaire suivante : c
s
t
+A
s
t+1
= y
s
+(1+r)A
t
8 t = 1; 2; : : : .
La contrainte de liquidite a laquelle est soumis l'agent est une contrain-
te de credit. Elle signie que l'agent peut desepargner pour soutenir sa
consommation mais seulement dans la limite de l'actif qu'il possede sur
son compte. Il ne peut pas emprunter au taux ou il epargne, c'est-a-dire
qu'il ne peut pas atteindre un stock d'epargne negatif. La contraindre
s'ecrit donc : A
s
t+1
 0; 8 s
t
2 S; t = 0; 1; : : : .
Ce probleme est un probleme d'optimisation dynamique standard.
On peut trouver les sequences optimales fc
s
t
t
g
1
t=0
et fA
s
t
t+1
g
1
t=0
, 8 s
t
2 S
en resolvant l'equation fonctionnelle suivante selon le principe de Bell-
man :
g(A
t
; y
s
) = max
A
s
t+1
2 (A
t
;s)
u(y
s
+ (1 + r)A
t
 A
s
t+1
) + E
z
g(A
s
t+1
; y
z
)
(1)
ou ,(A
t
; s) = fA
s
t+1
= A
s
t+1
= y
s
+ (1 + r)A
t
  c
s
t
 0g 8 s 2 S:
La fonction de valeur g(A
t
; y
s
) donne la valeur optimale de l'utilite fu-
ture esperee de l'agent 1 en debut de periode t quand l'etat s s'est rea-
lise. Sous nos hypotheses, g(:; y
s
) est continue, strictement croissante,
strictement concave et continu^ment dierentiable. De plus, l'ensemble
fA
s
t+1
= g(A
t
; y
s
) = u(y
s
t
+ (1 + r)A
t
 A
s
t+1
) + E
z
g(A
s
t+1
; y
z
); 8 A
t
2
R
+
;8 s 2 Sg est decrit par une fonction continue : a(A
t
; s) = A
s
t+1
et
donc c(A
t
; s) = c
s
t
= y
s
t
 A
s
t+1
+ (1 + r)A
t
.
Notons 
s
t
le multiplicateur de la contrainte A
s
t+1
 0, exprimee dans
,(A
t
; s). Les condition de premier ordre et condition enveloppe donnent
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l'ensemble de conditions suivant pour l'optimum au temps t :
u
0
(c
s
t
) = E
z
g
A
(A
s
t+1
; y
z
) + 
s
t
8 s 2 S
g
A
(A
t
; y
s
) = (1 + r) u
0
(c
s
t
) 8 s 2 S
u
0
(c
s
t
) = (1 + r)E
z
u
0
(c
z
t+1
) + 
s
t
8 s 2 S
ou g
A
denote la derivee de g par rapport a son premier argument. La
derniere de ces conditions est la condition d'Euler. Elle determine le
lissage optimal de la consommation sous la contrainte de liquidite prise
en compte par 
s
t
.

A partir de ces conditions, on peut etablir les resultats
suivants :
{ L'individu epargne et consomme plus dans les etats ou son revenu
est plus eleve. La fonction de valeur est partout plus elevee dans
les meilleurs etats de la nature. C'est-a-dire, pour tout A
t
 0 et
tous les etats s et z tels que y
s
> y
z
, on a :

a(A
t
; s) > a(A
t
; z)
ou bien a(A
t
; s) = a(A
t
; z) = 0
c(A
t
; s) > c(A
t
; z)
g(A
t
; y
s
) > g(A
t
; y
z
)
g
A
(A
t
; y
s
) < g
A
(A
t
; y
z
)
{ L'individu epargne dans les bons etats de la nature et desepargne
dans les mauvais. C'est-a-dire :
a(A
t
; S) > A
t
8 A
t
 0
a(A
t
; 1) < A
t
si A
t
> 0
a(A
t
; 1) = A
t
si A
t
= 0
et il existe un etat s tel que pour s < s, a(A
t
; s) < A
t
(sauf si
a(A
t
; s) = A
t
= 0) et pour s > s, a(A
t
; s) > A
t
.
{ a(A
t
; s) et c(A
t
; s) sont des fonctions croissantes de A
t
.
{ Enn, Schechtman (1976) a mis en evidence que dans le cas ou
le taux d'intere^t sur l'epargne est egal au taux de preference pour
le present, le lissage optimal de la consommation demande que le
stock d'epargne tende presque su^rement vers l'inni dans le temps.
Lorsque le taux d'intere^t est plus faible que le taux de preference
pour le present, l'epargne devient cou^teuse pour l'agent et ce re-
sultat ne se retrouve pas.
La consommation n'est jamais parfaitement lissee par l'epargne, elle est
toujours superieure dans les periodes ou le bon etat se realise. Il reste
donc pour l'agent 1 des gains a l'echange avec l'agent 2 a travers un
contrat de partage de risque.
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2.2 Le contrat
Le contrat va etablir un partage des gains a l'echange entre les deux
agents. Nous nous attachons au cas ou aucun des agents ne peut se com-
mettre a respecter le contrat. Chacun peut a tout moment le briser si le
paiement qu'il a a faire n'est pas compense par une utilite future su-
sante. Le probleme doit donc incorporer des contraintes auto-executoires
qui garantissent qu'a chaque periode, quel que soit l'etat de la nature, les
agents ont une esperance d'utilite future plus grande s'ils restent dans
le contrat que s'ils en sortent. On suppose que si l'une des parties brise
le contrat, elle est condamnee a l'autarcie pour tout le reste de l'hori-
zon. L'expression des contraintes auto-executoires va donc dependre des
conditions d'autarcie. Pour l'agent 2, l'autarcie represente une utilite
nulle a chaque periode. En autarcie, l'agent 1 touche encore son revenu
aleatoire et peut continuer a assurer un certain lissage de sa consomma-
tion en dehors du contrat en choisissant des niveaux optimaux d'epargne
a chaque periode. Dans ce cas, les conditions d'autarcie sont pour lui les
conditions du modele d'epargne avec contrainte de liquidite. La fonction
de valeur g(A
t
; y
s
) donne l'esperance des utilites futures escomptees que
l'agent 1 peut s'assurer optimalement en sortant du contrat en periode t
avec le stock d'epargneA
t
, avant de faire le paiement b
s
t
mais apres la rea-
lisation de l'etat de la nature s. La contrainte auto-executoire de l'agent
1 doit donc imposer que son utilite intertemporelle dans le contrat, a
chaque periode et quel que soit l'etat de la nature s realise, soit toujours
au moins egale a g(A
t
; y
s
). On rajoute une hypothese sur la punition
pour bris de contrat.
Hypothese : la punition pour bris de contrat de la part de l'agent 1 com-
prend la saisie de ses actifs.
S'il ne respecte pas le contrat, l'agent 1 entre donc en autarcie avec un
stock d'epargne nul. Quant a l'agent 2, il a intere^t a rester dans le contrat
tant que celui-ci lui donne une utilite intertemporelle positive. Sous ces
conditions, les contraintes auto-executoires s'ecrivent alors :
U
t
(; (h
t 1
; s
t
))  g(0; y
s
t
) 8 t; 8 (h
t 1
; s
t
) 2 H
t
V
t
(; (h
t 1
; s
t
))  0 8 t; 8 (h
t 1
; s
t
) 2 H
t
Un contrat ecace doit e^tre tel qu'on n'en trouve pas un autre qui
donne au moins autant d'esperance d'utilite aux deux individus et stric-
tement plus a l'un. On resout donc un probleme paretien en t = 0 qui
denit un plan , c'est-a-dire une suite fA
s
t
t+1
; b
s
t
t
g
t=0;1;:::
de stocks
d'epargne et de transferts pour chaque date t et chaque histoire h
t
pos-
sible des realisations des etats. S'il est ecace en t = 0, le contrat doit
e^tre ecace a chaque periode, apres toutes les histoires possibles de la
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relation. En eet, si le contrat n'est pas ecace en t, alors on peut faire
varier les transferts en t et t+1 de facon a augmenter l'utilite de l'agent
2, neutre vis-a-vis du risque, sans faire varier celle de l'autre. Ces varia-
tions respectent les contraintes auto-executoires puisqu'elles augmentent
l'utilite que l'agent 2 retire du contrat, reduisant ainsi ses incitations a le
briser. Ceci fait varier les esperances d'utilite en t = 0 de la me^me facon
et c'est que le contrat initial n'etait pas ecace en t = 0. Le probleme
est donc paretien a chaque periode. Un contrat ecace est alors obtenu
en maximisant a chaque date t l'utilite intertemporelle d'un agent sous
la contrainte que l'utilite intertemporelle de l'autre a partir de la date
t soit au moins egale a une certaine borne et sous les contraintes auto-
executoires et la contrainte de liquidite de l'agent 1. On peut donc ecrire
le probleme pour chaque date t :
max

t
U
t
(
t
; h
t
)
s/c V
t
(
t
; h
t
)  V
s
t
t
(2)
U

(
t
; h

)  g(0; y
s

) 8h

; 8   t (3)
V

(
t
; h

)  0 8h

; 8   t (4)
c

t
s


= y
s

+ (1 + r)A

t

 A

t
s

+1
  b

t
s


8h

; 8   t (5)
A

t
s

+1
 0 8h

; 8   t (6)
ou 
t
est la continuation du plan  apres l'histoire h
t
. V
s
t
t
est le surplus
futur minimum accorde a l'agent 2 quand s
t
se realise en t.

A la periode
t, il doit e^tre concretise par un transfert b
s
t
t
et une esperance de surplus
futur V
t+1
. On note que V
s
t
t
est toujours limite par les gains a l'echange
possibles. Dans une periode et apres une histoire particuliere h
t
, V
s
t
t
ne
peut pas e^tre plus grand que le total du surplus genere par le contrat
sur tout l'horizon.
Appelons ,(A
t
; V
s
t
t
; s
t
) la correspondance qui donne pour s
t
realise
en t, les variables A
s
t
t+1
et fV
s
t+1
t+1
g
s
t+1
2S
issues de la continuation 
t
qui verie les contraintes (2), (3), (4), (5) et (6) en t. La correspondance
,(A
t
; V
s
t
t
; s
t
) est a valeurs non vides parce qu'un contrat qui pose b
s
t
= 0
pour tout t et pour tout s verie les contraintes pour V
s
t
t
= 0. Si V
s
t
t
> 0
alors V
s
t
t
est limite par le total des gains a l'echange possibles en t et on
note

V
t
ce maximum. Mais s'il existe des gains a l'echange, alors il existe
une suite de transferts fb

g
=t;1
qui peut donner tous les gains (

V
t
) a
l'agent 2 et accorder a l'agent 1 exactement ce qu'il aurait en autarcie.
Alors pour toute valeur V
s
t
t
inferieure a

V
t
les contraintes peuvent e^tre
respectees avec cette suite de transferts. La correspondance ,(A
t
; V
s
t
t
; s
t
)
est aussi continue et a valeurs compactes. Alors on sait qu'il existe une
fonction de valeur unique qui donne le maximum de U
t
(
t
; h
t
) a chaque
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periode en fonction de A
t
, V
t
, de l'etat s
t
realise en t et des contraintes.
Cette fonction de valeur que nous noterons f
s
t
(A
t
; V
t
) est a la fois une
frontiere de Pareto qui nous donne la valeur maximale de U
t
etant donne
une valeur minimale V
t
de V
t
et l'etat de la nature realise dans la periode
et une fonction de valeur standard qui permet de choisir les stocks A
t+1
et V
t+1
qui maximisent l'utilite intertemporelle de 1 etant donne le stock
d'epargne accumule A
t
et l'utilite promise a l'agent 2 pour la periode t,
V
t
. On remarque que, dans le programme ci-dessus, les contraintes auto-
executoires pour  = t sont automatiquement veriees, on peut donc
se contenter d'ecrire les contraintes pour  > t. Alors la solution au
probleme s'ecrit en terme de l'equation de Bellman suivante :
f
s
t
(A
s
t 1
t
; V
s
t
t
) = max
A
s
t
t+1
;b
s
t
t
;fV
s
t+1
t+1
g
S
s
t+1
=1
u(y
s
t
+(1+r)A
s
t 1
t
 A
s
t
t+1
 b
s
t
t
)+
E
s
t+1
f
s
t+1
(A
s
t
t+1
; V
s
t+1
t+1
)
sous les contraintes :
f
s
t+1
(A
s
t
t+1
; V
s
t+1
t+1
)  g(0; y
s
t+1
) 8 s
t+1
2 S (7)
V
s
t+1
t+1
 0 8 s
t+1
2 S (8)
b
s
t
t
+ E
s
t+1
V
s
t+1
t+1
 V
s
t
t
(9)
A
s
t
t+1
 0 (10)
Les notations tiennent compte du fait que le stock d'epargne A
t
dispo-
nible en t est une variable de decision de la periode t  1 qui depend de
l'etat de la nature s
t 1
.

A la periode t  1, on a aussi decide de la valeur
que prendrait V
t
dans chaque etat realisable en t. La valeur de V
t
prise
en compte ainsi que la fonction f consideree, dependent de l'etat de la
nature realise en t : s
t
. Cette sequence des decisions est entra^nee par la
fonction d'utilite qui incorpore A
s
t
t+1
comme argument dans l'etat s
t
.

A
la periode t, une solution du contrat donne A
s
t
t+1
et b
s
t
t
ainsi que l'en-
semble des valeurs fV
s
t+1
g
s2S
optimales pour la periode prochaine. Dans
cette expression du probleme, la contrainte paretienne (2) est remplacee
par la contrainte de coherence temporelle (9). Ces deux contraintes ont
le me^me eet dans deux contextes dierents. La contrainte de coherence
temporelle assure que l'agent 2 recoit bien en t au moins l'utilite qu'on
lui a promise en t 1. Cette contrainte doit e^tre serree a la solution. Elle
joue le ro^le de la contrainte paretienne puisque le calcul de b
s
t
t
et de V
s
t+1
t+1
prend en compte le niveau minimum acceptable de V
t
. La proposition
suivante donne certaines proprietes de la fonction f
s
.
1
Proposition 1. La fonction f
s
(A; V ) est croissante en A, decroissante
1: Toutes les preuves se retrouvent en appendice.
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en V , concave et continu^ment dierentiable en (A; V ).
Comme le probleme est bien concave, on en derive le lagrangien pour
trouver les conditions de premier ordre. On note s l'etat realise en t
et on indice par z les etats realisables en t + 1. Pour le probleme a la
periode t on appelle p
z

z
t
et p
z

z
t
les multiplicateurs des contraintes
auto-executoires (7) et (8), pour tout z 2 S. On note  
s
t
le multiplicateur
de la contrainte de coherence temporelle (9) et 
s
t
le multiplicateur de la
contrainte de liquidite (10). On derive le probleme par rapport a A
s
t+1
,
b
s
t
et V
z
t+1
pour tous les z et on ecrit les conditions enveloppe. Cela nous
donne l'ensemble de conditions suivant.
u
0
(c
s
t
) = E
z
(1 + 
z
t
)f
z
A
(A
s
t+1
; V
z
t+1
) + 
s
t
(11)
u
0
(c
s
t
) =  
s
t
(12)
(1 + 
z
t
)f
z
V
(A
s
t+1
; V
z
t+1
) =  
z
t
   
s
t
8 z 2 S (13)
f
s
A
(A
t
; V
s
t
) = (1 + r)u
0
(c
s
t
) (14)
f
s
V
(A
t
; V
s
t
) =   
s
t
(15)
En ecrivant les conditions enveloppe (14) et (15) pour la periode t + 1
dans tous les etats z realisables et en les introduisant dans (11), (12) et
(13), on obtient les conditions suivantes :
u
0
(c
s
t
) = E
z
(1 + 
z
t
)u
0
(c
z
t+1
) + 
s
t
(16)
u
0
(c
s
t
) = (1 + 
z
t
)u
0
(c
z
t+1
)  
z
t
8 z 2 S (17)
L'equation (16) est la condition d'Euler aectee par les contraintes auto-
executoires et la contrainte de liquidite. C'est la condition qui regit le
choix optimal d'epargne. L'equation (17) est la condition qui denit le
partage de risque optimal entre les deux agents, c'est-a-dire, dans notre
cas ou l'agent 2 est neutre vis-a-vis du risque, le lissage de la consomma-
tion de l'agent 1. On remarque que la condition d'Euler n'est pas aectee
par la contrainte auto-executoire de l'agent 2. Seules les contraintes qui
touchent l'agent 1 aectent son choix d'epargne.
2.3 La fonction de valeur
On s'occupe dans cette section de caracteriser le comportement des
fonctions de valeur f
s
, qui jouent un grand ro^le dans la dynamique du
probleme. Les conditions enveloppe du probleme et la denition me^me
de la fonction de valeur nous donnent des resultats importants.
Proposition 2. Soient deux etats de la nature s et z tels que y
s
> y
z
,
alors f
s
(A; V ) > f
z
(A; V ).
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A stocks d'epargne et de dette equivalents, l'utilite intertemporelle de
l'agent 1 est plus elevee dans les etats ou le revenu courant est superieur.
Proposition 3. Pour tout s 2 S, la fonction f
s
(A; V ) peut s'ecrire :
f
s
(A; V ) = h
s
((1 + r)A  V )
ou h
s
est une fonction croissante et concave.
Dans chaque etat, la fonction de valeur peut s'ecrire comme une
fonction d'une seule variable. Cette variable est (1+r)A V et represente
l'actif net de l'agent 1. La variable V est en eet le surplus accorde par
le contrat a l'agent 2 pour tout le reste de l'horizon, c'est donc aussi
l'endettement de l'agent 1 envers l'agent 2. Ainsi, le stock d'epargne ou
le surplus du^ a l'agent 2 ne sont pas independamment responsables de
l'utilite intertemporelle de l'agent 1. Ces deux variables sont etroitement
liees impliquant que la solution du contrat ne sera pas unique en (A; V )
puisqu'une innite de couples (A; V ) donnent la me^me utilite a l'agent
1. Cependant la solution peut e^tre unique en terme de (1 + r)A   V .
Cette propriete des fonctions f
s
s'exprime encore d'une autre ma-
niere. Comme les conditions enveloppe (14) et (15) se recrivent, avec la
condition (12) : f
s
A
(A; V ) =  (1 + r)f
s
V
(A; V ) pour tout (A; V ) et tout
s dans S, alors on peut dire que chaque fonction f
s
possede des courbes
de niveau lineaires de pente
dA
dV
=
 f
s
V
(A;V )
f
s
A
(A;V )
=
1
1+r
dans le plan (V;A).
La valeur de f
s
reste la me^me tout le long d'une droite de pente
1
1+r
dans ce plan, ce qui revient a dire que la valeur de f
s
depend de la valeur
de l'actif net (1 + r)A   V . La valeur de f
s
augmente au-dessus de sa
courbe de niveau, ce qui revient a dire que la fonction h
s
est croissante
en (1 + r)A   V .
3 Caracterisation de la solution optimale
Dans cette section, on expose la solution du contrat. Les compor-
tements observes a la solution ne sont pas sans rapport avec ceux que
Thomas et Worrall (1988) ont obtenu pour un contrat auto-executoire
sans opportunite d'epargne. Dans ce cas, ils ont trouve que les contraintes
auto-executoires restreignent les possibilites de lissage a chaque periode
en limitant la consommation a l'interieur d'intervalles. Ces intervalles
sont independants du temps mais dependants des etats de la nature.
Ainsi dans l'etat s, a n'importe quelle periode, la consommation c
s
t
ap-
partient a l'intervalle [c
s
; c
s
] dont les bornes sont croissantes en s. Le
contrat assure le lissage de la consommation en accordant a l'agent 1,
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a chaque periode, la me^me consommation qu'a la periode precedente, si
cela est possible etant donne les bornes a respecter dans l'etat realise.
Chaque fois que l'on heurte la contrainte de l'agent 1 (apres un choc posi-
tif de revenu), on doit lui accorder le niveau de consommation minimum
pour le revenu realise. C'est-a-dire que pour tout niveau de consomma-
tion inferieur a cette borne l'agent 1 a intere^t a briser le contrat et a
retourner en autarcie. Dans ce cas, la consommation de la periode est
superieure a celle de la periode precedente.
Lorsque l'on frappe la contrainte auto-executoire de l'agent 2 (gene-
ralement apres un choc negatif de revenu), la consommation de l'agent
1 doit diminuer par rapport a la periode precedente et on la maintient
a sa borne superieure pour optimiser le lissage. Dans ce cas, la consom-
mation est reduite parce qu'a la periode precedente, l'agent 1 (qui avait
un revenu eleve) n'a pas pu eectuer le placement optimal de son re-
venu aupres de l'agent 2 parce que celui-ci aurait quitte le contrat a la
periode suivante sans le rembourser. Il s'est heurte a la contrainte de
l'agent 2 qui a limite ses transferts, ce qui limite aujourd'hui ses possibi-
lites de consommation. On est dans une situation ou V
t
est tres faible, de
trop grands transferts positifs vers l'agent 2 impliquent de poser un V
t+1
negatif pour la periode suivante an de respecter la contrainte de cohe-
rence temporelle (9). Ceci viole la contrainte de l'agent 2 et l'assurance
de l'agent 1 est alors limitee.
Thomas et Worrall montrent qu'on peut cependant atteindre un etat
de lissage parfait de la consommation de l'agent 1 si tous les intervalles de
consommation ont une intersection non vide. Dans ce cas, on peut tou-
jours maintenir le niveau de consommation sans frapper les bornes des in-
tervalles. L'existence de cette intersection depend du facteur d'escompte
des agents. Plus celui-ci est grand et plus les surplus futurs promis par
le contrat incitent les agents a le respecter.

A mesure que le coecient
 grandit, les contraintes auto-executoires se rela^chent et les intervalles
de consommation s'elargissent. Il existe un 

tel que les intervalles ont
une intersection non-vide dans laquelle aboutit la consommation apres
un nombre ni de periodes.
L'introduction des possibilites d'epargne dans ce modele transforme
les problemes d'engagement et les bornes sur la consommation. C'est ce
que l'on montre a present.
Proposition 4. A chaque periode, la consommation de l'agent 1 est
comprise dans un intervalle qui depend uniquement de l'etat de la nature
realise dans la periode et du stock d'epargne disponible.
c
s
t
2 [c
s
; c
s
(A
t
)]
12
ou la borne inferieure c
s
est independante du stock d'epargne et ou la
borne superieure c
s
(A
t
) est croissante dans le stock d'epargne.
Proposition 5. Les bornes de consommation sont croissantes dans le
revenu courant, soit :
c
s
(A
t
) > c
z
(A
t
) pour s > z
c
s
> c
z
pour s > z:
Ces deux propositions montrent qu'a l'instar des resultats de Tho-
mas et Worrall (1988), la consommation optimale de l'agent 1 se retrouve
dans un intervalle invariable dans le temps. Les bornes de ces intervalles
sont croissantes avec les etats de la nature. Par contre, la borne su-
perieure de ces intervalles depend maintenant de facon croissante du
niveau d'epargne de debut de periode de l'agent 1. La dependance sur
le niveau d'epargne s'explique de la facon suivante. La borne superieure
de consommation depend des besoins et capacites d'emprunt de l'agent
1. Ces besoins sont reduits lorsque l'agent 1 possede un stock d'epargne
sur lequel il peut tirer pour augmenter sa consommation. La borne infe-
rieure ne depend pas de ce niveau d'epargne puisqu'elle represente une
contrainte sur la consommation minimale de l'agent 1, elle-me^me deter-
minee par l'utilite que l'agent 1 peut retirer en autarcie. Puisque l'agent 1
perd son epargne s'il opte pour l'autarcie, cette consommation minimale
est independante du niveau d'epargne.
Proposition 6. Les contraintes auto-executoires de l'agent 2 et la con-
trainte de liquidite ne sont jamais serrees a l'optimum, soit 
z
t
= 
s
t
=
0 8 z 2 S et 8 t.
L'existence de l'epargne rela^che donc les contraintes auto-executoires
de l'agent 2 et la borne superieure sur la consommation de l'agent 1
n'est jamais atteinte. Comme on l'a vu plus haut, dans un contrat sans
epargne, la contrainte de l'agent 2 est susceptible d'e^tre serree lorsque V
t
est faible. Si le revenu de l'agent 1 est eleve, le lissage de la consommation
de l'agent 1 demande des transferts positifs de l'agent 1 vers l'agent 2.
L'agent 1 \place" son revenu aupres de l'agent 2, c'est-a-dire qu'il sacrie
un peu de sa consommation aujourd'hui pour consommer plus demain si
le revenu s'avere faible. Mais si V
t
, le surplus futur de l'agent 2, est tres
faible, il est incite a quitter le contrat des qu'il a empoche le transfert
courant positif. Ceci revient a dire que si le surplus futur de l'agent
2 dans le contrat est deja faible, il n'est pas possible de le faire baisser
encore en lui faisant des transfert positifs dans la periode courante. Dans
le cas de Thomas et Worrall (1988), le transfert de revenu de periode a
periode est donc limite. L'epargne permet de remedier a cela. L'agent 1
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peut faire ses transferts vers son compte d'epargne au lieu, ou en plus, de
les faire vers l'agent 2. Les placements necessaires pour assurer le lissage
de la consommation peuvent donc e^tre realises sans subir la distorsion
due a la contrainte auto-executoire de l'agent 2. Quand un revenu faible
se realise, le contrat peut permettre a l'agent 1 de desepargner pour
garantir le niveau de consommation sans exiger de transfert trop eleve
de la part de l'agent 2.
Ce ro^le de l'epargne se rapporte a la proposition (4) selon laquelle
la borne superieure sur la consommation dans n'importe quel etat, aug-
mente avec le stock d'epargne. Dans le cas ou la contrainte auto-executoire
de l'agent 2 peut e^tre serrante pour un etat demain, le contrat recom-
mande de faire un placement sur le compte d'epargne. Ceci augmente
le stock d'epargne disponible demain et donc la borne superieure sur la
consommation tout en rela^chant la contrainte. Ainsi, la contrainte auto-
executoire de l'agent 2 n'est, en fait, jamais serrante et on n'est jamais
limite par la borne superieure sur la consommation.
L'introduction des possibilites d'epargne dans le contrat de partage
de risque ou les agents ne peuvent s'engager rapproche celui-ci d'une so-
lution a la Thomas et Worrall (1988) ou l'agent 2 serait parfaitement en-
gage.
2
L'epargne joue le me^me ro^le que l'engagement complet de l'agent
2 car elle peut e^tre vue comme des paiements faits a l'agent 2 mais que
celui-ci ne peut pas empocher (ou doit rembourser). Il ne peut donc pas
briser le contrat dans une periode en s'en allant avec ces paiements. Le
compte d'epargne agit donc comme une tierce partie capable de sto-
cker les transferts an qu'il ne reste jamais d'incitation pour l'agent 2
a sortir du contrat avec un montant eleve dans une periode. On devrait
ainsi voir le stock d'epargne augmenter en me^me temps que le surplus
V du^ a l'agent 2 puisque l'accumulation d'epargne permet de rela^cher la
contrainte auto-executoire de ce dernier. C'est pourquoi la contrainte de
liquidite ne peut pas non plus e^tre serrante. Soulignons ici que l'agent
1 ne peut s'enfuir avec son stock d'epargne puisqu'on a suppose qu'en
cas de bris de sa part, l'agent 2 le lui consquait. La croissance du stock
d'epargne ne peut donc pas donner a l'agent 1 des incitations a briser le
contrat.
Les contraintes auto-executoires de l'agent 1 restent par contre pos-
siblement serrantes. Un choc positif de revenu peut toujours lui donner
intere^t a sortir du contrat et a recommencer en autarcie a accumuler de
l'epargne. Il reste donc une limite sur les transferts que l'agent 2 peut
faire a l'agent 1 dans les mauvais etats de la nature. Cependant, les
2: Un tel modele est developpe par Harris et Holmstrom (1982) dans un exemple
de determination des salaires lorsque la rme peut completement s'engager.
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bornes inferieures sur la consommation de l'agent 1 devraient e^tre supe-
rieures a celle que l'on trouve chez Thomas et Worrall dans la mesure ou
la desepargne permet toujours a l'agent 1 d'ameliorer sa consommation
quand il n'est plus capable d'emprunter a l'agent 2. Toutefois, le contrat
gere etroitement les stocks de dette et d'epargne de l'agent 1 de facon a
conserver un niveau optimal d'actif net qui fait qu'il n'est pas possible
pour l'agent 1 d'echapper completement aux eets de ses contraintes
auto-executoires. Le contrat doit donc poser un niveau de consomma-
tion minimum dans chaque etat, susant pour convaincre l'individu de
rester dans la relation. Nous voyons a present comment se comporte
le contrat etant donne l'existence des contraintes auto-executoires sur
l'agent 1.

Etant donne que 
z
t
= 
s
t
= 0 pour tout t, les conditions de premier
ordre s'ecrivent nalement :
u
0
(c
s
t
) = (1 + r)E
z
(1 + 
z
t
)h
z
0
((1 + r)A
s
t+1
  V
z
t+1
)
u
0
(c
s
t
) = (1 + 
z
t
)h
z
0
((1 + r)A
s
t+1
  V
z
t+1
) 8 z 2 S
u
0
(c
s
t
) = h
s
0
((1 + r)A
t
  V
s
t
)
La consommation est donc constante pour un me^me niveau d'actif net
X
s
t
= (1 + r)A
t
  V
s
t
, c'est-a-dire le long des courbes de niveau de f
s
.
D'apres la derniere condition, il existe une fonction de consommation
c
s
t
= C
s
((1+r)A
t
 V
s
t
) ou C
s
((1+r)A
t
 V
s
t
) = u
0
 1
[h
s
0
((1+r)A
t
 V
s
t
)].
La consommation en t dans l'etat s est donc une fonction croissante de
l'actif net X
s
t
= (1 + r)A
t
  V
s
t
. Les propositions suivantes donnent la
dynamique de la consommation dans le contrat.
Proposition 7. Pour toutes les realisations s et z possibles en t et t+1 :

z
t
= 0 ) c
z
t+1
= c
s
t

z
t
> 0 ) c
z
t+1
> c
s
t
La consommation est maintenue constante autant que possible. Ce-
pendant, si dans un etat la contrainte auto-executoire de l'agent 1 est
serree alors la consommation prevue dans cet etat doit e^tre plus elevee
que la consommation de la periode precedente.
Proposition 8. Soient deux etats de la nature, s et z. Le cas 
z
t
> 0 et

s
t
= 0 est impossible si y
s
> y
z
.
Corollaire 1. Pour deux etats s et z tels que y
s
> y
z
, il faut que c
s
t

c
z
t
.
Les deux propositions precedentes signient qu'il existe une consom-
mation minimum a accorder a l'agent 1 pour respecter sa contrainte
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d'engagement. Ce niveau de consommation est donne par la valeur de
l'actif net telle que la contrainte est juste respectee : h
z
(X
z
t+1
) = g(0; y
z
),
dans l'etat z considere. On ne frappe la contrainte auto-executoire de
l'agent 1 qu'apres la realisation d'un choc positif de revenu. S'il n'est
pas possible de garder la consommation egale a son niveau passe, on lui
donne le niveau minimum necessaire pour respecter la contrainte dans
cet etat et ce niveau est forcement superieur au niveau de consommation
passe. Le prol de consommation ne peut e^tre que non-decroissant.
Proposition 9. Si l'etat de la nature s se realise en t, alors la contrainte
auto-executoire de l'agent 1 ne peut plus e^tre contraignante dans l'etat s
dans aucune des periodes suivantes. En terme formel, s
t
= s ) 
s
t+
=
0 8   0.
Corollaire 2. Soit t une periode dans laquelle l'etat S est realise. Alors,
a partir de la periode t+1, les contraintes auto-executoires ne sont plus
jamais serrees. En terme formel, s
t
= S ) 
s
t+
= 0 8 s; 8   0.
Le contrat nit donc par atteindre une situation de lissage parfait.
Des qu'un certain etat de la nature s'est realise une fois, la consommation
atteint un niveau au-dessous duquel elle ne peut plus redescendre dans
l'avenir. Tant qu'un etat ou le revenu est superieur n'est pas realise,
la consommation garde sa valeur. Quand l'etat de la nature S, dans
lequel le revenu est le plus eleve possible, se realise, on atteint un etat de
consommation constante qu'on peut appeler solution de premier rang.
Ainsi, chaque fois qu'on atteint un revenu plus eleve, la consom-
mation s'eleve et le niveau d'actif net requis par le lissage augmente
aussi. Une fois que l'etat S a ete atteint, la consommation garde pour
tout le reste de l'horizon, un niveau constant c. Les fonctions f
s
, qui
donnent l'utilite intertemporelle de l'agent 1, ont alors toutes la me^me
valeur, dans toutes les periodes.

Etant donne que f
s
(A; V ) > f
z
(A; V )
pour tout (A; V ) et pour y
s
> y
z
, alors f
s
(A; V
s
) = f
z
(A; V
z
) entra^ne
que V
s
> V
z
. Donc, pour un A
t
donne en debut de periode t, les va-
leurs de V
t
conditionnelles a la realisation du revenu en t sont telles que
V
1
t
<    < V
S
t
.
La solution stationnaire est unique en terme de l'actif net de l'agent 1.
Supposons qu'on entre dans l'etat S pour la premiere fois dans la periode
t. Alors f
S
(A
s
t 1
t
; V
S
t
) = h
S
((1 + r)A
s
t 1
t
  V
S
t
) determine le niveau
stationnaire des fonctions h
s
. Ainsi pour tout   t, X
1

>    > X
S

car
h
1
(X
1

) =    = h
S
(X
S

).
La solution stationnaire en terme de (A; V
s
)
s2S
n'est pas unique ;
pour une realisation V
s
t
donnee, on a le choix de poser A
s
t+1
= A
t
et
V
z
t+1
= V
z
t
pour tout z 2 S ou de choisir des niveaux dierents et tels
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que (1+r)A
s
t+1
 V
z
t+1
= (1+r)A
t
 V
z
t
. Dans ce cas, les chemins optimaux
de A et V peuvent tendre vers l'inni ou bien cro^tre et decro^tre sans
regularite. On sait que dans les problemes d'epargne simple, si r =  le
stock d'epargne a tendance a tendre vers l'inni pour assurer un meilleur
lissage. Ici le stock d'epargne n'a pas besoin d'e^tre inni puisque le lissage
est assure par l'agent 2, mais pourtant cela reste une solution possible du
contrat. Il existe une innite de solutions possibles en (A; V ), cependant
une solution realiste consiste a retenir A
s
t
= A et V
s
t
= V
s
pour tout s
et tout t.
4 Discussion
On peut resumer le comportement du contrat comme suit. La con-
trainte d'engagement de l'agent 2 n'est jamais contraignante, la contrainte
de liquidite non plus. La consommation de l'agent 1 est toujours crois-
sante dans le temps. Quand un certain etat a ete realise, il determine un
niveau minimal de consommation. Chaque fois qu'un etat inferieur, ou
le me^me, est de nouveau realise, la consommation ne peut pas diminuer
et la contrainte de l'agent 1 ne peut pas e^tre de nouveau contraignante.
La contrainte ne pourra e^tre contraignante que dans un etat ou le revenu
est plus eleve. Chaque fois qu'un niveau de revenu plus eleve est atteint
la consommation s'eleve si on heurte la contrainte auto-executoire. Sinon
c'est que le niveau de consommation etait deja superieur au niveau mi-
nimal pour cet etat de la nature. Lorsque le revenu maximal possible se
realise la consommation atteint son niveau stationnaire. Le lissage parfait
est donc atteint avec probabilite non nulle en un nombre ni de periodes.
Le modele decrit ici donne les me^mes conclusions qu'un contrat auto-
executoire sans epargne avec engagement unilateral de l'agent 2. C'est
ce qu'auraient trouve Thomas et Worrall (1988) s'ils avaient suppose
que l'agent 2 pouvait s'engager. Dans un modele legerement dierent,
Harris et Holmstrom (1982) demontrent un resultat similaire. L'epargne
represente un moyen implicite de faire des \transferts" a l'agent 2 sans
lui permettre d'en benecier directement. La consequence sur le compor-
tement de la dette V est que celle-ci n'est plus bornee par les possibilites
de gains a l'echange dans chaque etat de la nature. Elle peut augmenter
tant que le stock d'epargne augmente en compensation.
Ces resultats dependent fortement des hypotheses qu'on a faites sur
les taux d'escompte et d'intere^t. Quand r =  = (1   )=, il y a sub-
stituabilite parfaite entre l'epargne et les transferts vers l'agent 2. Un
dollar d'epargne en t rapporte (1 + r) = 1= en t + 1. Une diminution
d'un dollar de l'emprunt aupres de l'agent 2 (db = 1) en t reduit de
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1= = (1 + ) dollar la valeur future de la dette accordee a l'agent 2 :
dE
z
V
z
t+1
=  (1=)db
t
. Tant que  = r le contrat est indierent entre
emprunt et desepargne (ou entre baisse de l'emprunt et epargne). Il
peut arranger les transferts de sorte que l'agent 1 emprunte a l'agent
2 pour epargner ou desepargne pour payer l'agent 2. C'est pour cette
raison qu'il est facile de rela^cher la contrainte auto-executoire de l'agent
2, parce que remplacer des transferts positifs par de l'epargne est com-
pletement neutre. Si on suppose que  6= r, alors le contrat ne peut plus
gerer aussi facilement les transferts. Les contraintes auto-executoires de
l'agent 2 et la contrainte de liquidite ne seront plus automatiquement
satisfaites.
L'interaction entre le contrat avec l'agent 2 et le compte d'epargne
genere une parfaite substituabilite entre l'emprunt et la desepargne. Ce
resultat n'est cependant pas aussi trivial qu'il puisse para^tre puisque ces
deux instruments generent des chemins de consommation tres dierents
lorsqu'ils sont pris separement. Paradoxalement, ce n'est que lorsqu'ils
sont complementaires qu'ils deviennent parfaits substituts. Ils sont donc
substituts sur les transferts marginaux.
Il faut aussi souligner que l'on a fait l'hypothese que l'agent 1 perd
toute son epargne en cas de bris de contrat. C'est une punition tres
forte qui fait du stock d'epargne l'equivalent d'une garantie nanciere.
Des lors, rien n'empe^che le surplus V du^ a l'agent 2 de cro^tre a l'in-
ni en autant que le stock d'epargne/garantie nanciere en fait autant.

Etant donne que l'agent 1 perd son actif s'il brise le contrat, le stock
d'epargne sert de garantie a l'agent 2. Si l'agent 1 pouvait s'enfuir avec
son epargne alors le contrat devrait en limiter l'accumulation an de re-
duire les incitations de l'agent 1 a briser la relation. On reviendrait a une
situation ou l'on ne peut compter sur aucune garantie pour inciter les
agents a respecter le contrat. Les contraintes auto-executoires des deux
parties seraient plus contraignantes. Cependant, me^me si l'epargne peut
toujours e^tre saisie, il peut arriver qu'elle ne puisse pas e^tre contro^lee
par l'agent 2 pendant le deroulement du contrat. Dans ce cas, l'agent 1
peut avoir intere^t a devier et a accumuler des stocks dierents de ce que
recommande la solution du contrat. L'agent 2, dans ce cas, est certain
que le partage de risque n'est pas realise dans son intere^t et la solution
de l'accord doit e^tre dierente de celle qu'on vient de decrire.
Dans les deux sections qui suivent, on examine la solution du pro-
bleme quand le taux d'intere^t diere du taux de preference pour le pre-
sent puis quand le stock d'epargne n'est pas observable.
18
5 Taux d'intere^t sur l'epargne inferieur au
taux de preference pour le present
Dans cette section on veut etudier le comportement du contrat lorsque
l'epargne devient cou^teuse. Si r <  (ou, de facon equivalente, (1+r) <
1), alors l'agent 1 a tendance a vouloir emprunter au taux r pour pre^ter
a l'autre agent.
3
Ceci est bien su^r impossible du fait de la contrainte de
liquidite. L'agent 1 veut donc placer le moins possible sur son compte
d'epargne et faire l'essentiel de ses placements aupres de l'agent 2. Il
sera capable de realiser ces placements dans la limite des contraintes
auto-executoires de l'agent 2.
La dierence entre r et  ne transforme pas le probleme ni les conclu-
sions sur la forme des fonctions f . On peut toujours ecrire les fonctions
de valeur comme des fonctions de l'actif net X = (1+r)A V . Les condi-
tions de premier ordre sont les me^mes mais les resultats qu'on en deduit
sont changes. Les conditions de premier ordre, a ce stade, s'ecrivent :
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Elles nous permettent d'ecrire les conditions d'Euler et de lissage :
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z
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)  
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8 z 2 S: (22)
A present, (1 + r) est inferieur a 1 et on ne peut plus dire que les
contraintes auto-executoires de l'agent 2 et la contrainte de liquidite ne
sont jamais contraignantes. En eet, les conditions (21) et (22) donnent
aussi :
[1  (1 + r)]E
z
(1 + 
z
t
)u
0
(c
z
t+1
) = 
z
t
+E
z

z
t
> 0
Si 
s
t
= 0, c'est-a-dire si A
s
t+1
 0, alors il faut que E
z

z
t
> 0 c'est-
a-dire qu'il existe forcement au moins un etat de la nature dans lequel
la contrainte de l'agent 2 est serree pour la periode suivante. Ceci s'ex-
plique assez bien puisque si 
s
t
= 0 c'est que l'agent 1 epargne ou du
moins n'a pas d'incitation dans cette periode a desepargner plus que
3: On ne traite pas ici le cas ou r >  parce qu'il implique que l'epargne cro^t plus
vite que n'est escomptee la consommation future. L'agent 1 a alors tendance a sacrier
sa consommation courante pour epargner. De plus, le contrat permet a l'agent 2 de
pre^ter des fonds a l'agent 1 an que celui-ci investisse a ce taux avantageux. Le stock
d'epargne et l'utilite de l'agent 2 tendent donc vers l'inni.
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son stock d'actif ne le lui permet. Or l'epargne est cou^teuse et si l'indi-
vidu epargne c'est que c'est pour lui le seul moyen d'aider au lissage de la
consommation sans violer la contrainte auto-executoire de l'agent 2 pour
la periode suivante. En fait, le contrat eectue les transferts de l'agent 1
vers l'agent 2 jusqu'a ce qu'une au moins des contraintes auto-executoire
de ce dernier tienne avec egalite. Ensuite, les transferts sont aectes vers
le compte d'epargne s'il est necessaire de completer le lissage pour la
periode suivante. On eectue ces placements vers le compte d'epargne
de facon a respecter :
u
0
(c
s
t
) = (1 + r)E
z
(1 + 
z
t
)u
0
(c
z
t+1
) + 
s
t
:
Cependant, le taux d'intere^t etant faible, le stock d'epargne accumule est
restreint et n'est jamais susant pour maintenir le niveau de consom-
mation quand les contraintes de l'agent 2 sont serrees dans les etats
subsequents (i.e., c
z
t+1
< c
s
t
si 
z
t
> 0).
Si 
z
t
= 0 pour tout z, c'est que 
s
t
> 0, c'est-a-dire que lorsqu'au-
cune des contraintes auto-executoires de 2 n'est serree, l'agent 1 (qui
n'a pas besoin d'epargne pour lisser sa consommation) reduit son stock
d'epargne a zero et prefererait me^me emprunter au taux r. Le contrat
est susant pour assurer la consommation.
On retrouve a peu pres le me^me comportement de contrat que dans
le cas ou r =  sauf qu'ici la consommation n'est plus irreversiblement
croissante. La condition de lissage (22) entra^ne en eet que c
z
t+1
< c
s
t
si 
z
t
> 0. Vu que la croissance du stock d'epargne est restreinte, le
contrat peut atteindre dans certains etats, la borne superieure de la
consommation.
Lemme 1. Si l'etat s est celui qui s'est realise en t alors 
s
t
= 0.
On remarque que ceci n'entra^ne plus que 
s
t+i
= 0 pour i > 0.
En eet, la consommation pouvant diminuer d'une periode a l'autre, il
devient possible de frapper dans le futur une contrainte auto-executoire
de l'agent 1 qui n'est pas saturee aujourd'hui.
Lemme 2. Si s se realise en t et que 
s
t
> 0, alors A
t
> 0, i.e. 
t 1
= 0.
Si 
s
t
> 0 quand l'etat s se realise en t, ceci signie que c
s
t
> c
s
t+1
=
c
s
(A
t+1
). Il faudra alors diminuer le niveau de consommation de l'agent
1 dans la prochaine periode si l'etat s se realise de nouveau. Pourtant,
la consommation qui lui sera accordee sera maximale etant donne le
stock d'epargne (puisque V
s
t+1
= 0). Cela signie que son stock d'epargne
diminue : A
s
t+1
< A
t
. Si A
s
t+1
> 0 alors il est encore possible que 
s
t+1
> 0
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et ainsi, si l'etat s se realise plusieurs fois de suite, le stock d'epargne
decro^t jusqua devenir nul.
Lemme 3. Si y
s
> y
z
alors, (
s
t
= 0 ) 
z
t
= 0) et (
z
t
= 0 ) 
s
t
=
0).
Dans le cas ou r < , on voit que la solution se rapproche de celle
de Thomas et Worrall (1988). Il n'est plus optimal de rela^cher complete-
ment les contraintes de l'agent 2 si bien que les bornes superieures sur la
consommation peuvent e^tre atteintes. En fait, si  est assez faible (si  est
assez grand), les intervalles de consommation dans les dierents etats ont
une intersection non vide. On peut alors xer des la premiere periode un
niveau de consommation stationnaire, valable dans tous les etats, pour
toutes les periodes. Dans ce cas, l'epargne est inutile et A
t
= 0 pour
toutes les periodes t. C'est seulement si  est trop eleve que le probleme
d'engagement pese sur l'ecacite du contrat. Dans ce cas, l'epargne de-
vient necessaire pour ameliorer le lissage de la consommation de l'agent
1. Avec des stocks d'epargne positifs, on accro^t les bornes superieures
sur la consommation pour limiter les chutes de consommation qui pour-
raient suivre des chutes de revenu. La presence de l'epargne ameliore
donc le lissage par rapport a la solution de Thomas et Worrall (1988).
La consommation a la me^me dynamique que dans leur modele mais ses
variations (du moins ses variations a la baisse) sont reduites par la pre-
sence de l'epargne. Mais comme l'epargne est jugee cou^teuse par l'agent
1, on en limite les montants et elle est toujours insusante pour assurer
un lissage parfait de sa consommation.
6

Epargne non observable
Supposons a present que le contrat ne peut pas contro^ler le niveau
d'epargne dans la mesure ou l'agent 2 ne peut pas observer le comporte-
ment d'epargne de l'agent 1. On fait face alors a un probleme de risque
moral ; l'agent 1 peut avoir des incitations a devier du niveau d'epargne
optimal prescrit par le contrat. Nous montrons tout de suite quelles sont
ces incitations.
Dans le contrat, l'epargne est calculee de facon a verier l'egalite
suivante :
4
u
0
(c
s
t
) = (1 + r)E
z
(1 + 
z
t
)h
z
0
((1 + r)A
s
t+1
  V
z
t+1
) + 
s
t
:
4: On considere encore que l'epargne peut-e^tre saisie, me^me si elle n'est pas ob-
servable en cours de contrat. En fait, en cas de faillite (de bris de contrat), l'agent 2
peut eectuer des audits ou des perquisitions an de constater le niveau d'epargne et
le saisir. Pour ns de discussion ici, on suppose ces cou^ts d'audit comme etant nuls.
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Or, si l'agent calculait seul son niveau d'epargne, il ne tiendrait pas
compte de l'eet de sa contrainte auto-executoire. Envisageons l'eet sur
le bien-e^tre de l'agent 1 de variations du stock d'epargne A
s
t+1
autour de
l'optimum du contrat caracterise dans les sections precedentes.
{ Supposons une variation dA
t+1
> 0 et calculons la variation de
bien-e^tre dBE de l'agent 1. La variation dA
t+1
> 0 aecte le bien-
e^tre de l'agent 1 en t de la facon suivante :
dBE = [ u
0
(c
s
t
) + (1 + r)E
z
h
z
0
((1 + r)A
s
t+1
  V
z
t+1
)]dA
s
t+1
:
Or, a l'optimum du contrat, d'apres les conditions de premier
ordre, u
0
(c
s
t
)  (1+ r)E
z
(1+ 
z
t
)h
z
0
((1+ r)A
s
t+1
  V
z
t+1
)  (1+
r)E
z
h
z
0
((1 + r)A
s
t+1
  V
z
t+1
) et donc, dBE  0.

A l'optimum du
contrat, l'agent 1 n'a pas d'incitation a devier en epargnant plus
que prescrit par le contrat.
{ Supposons a present une deviation dA
t+1
< 0. Dans ce cas, la
deviation entra^ne la violation immediate des contraintes auto-
executoires de l'agent 1 qui etaient serrees a l'optimum. Dans ces
etats, le gain de bien-e^tre de l'agent 1 est nul puisqu'il sort du
contrat et obtient le niveau de bien-e^tre de l'autarcie qui est egal a
celui qu'il obtient dans le contrat dans les etats ou les contraintes
sont serrantes. On note Z = fz 2 S=h
z
((1 + r)A
s
t+1
  V
z
t+1
) =
g(0; y
z
)g. Z est l'ensemble des etats dans lesquels la contrainte
auto-executoire de l'agent 1 est serree, c'est-a-dire pour lesquels 
z
t
est positif. Le gain de bien-e^tre est donc :
dBE = [ u
0
(c
s
t
) + (1 + r)
X
w=2Z
p
w
h
w
0
((1 + r)A
s
t+1
  V
w
t+1
)]dA
s
t+1
:
En utilisant les conditions de premier ordre de l'optimum du contrat,
on voit que cette expression est positive. L'agent 1 a donc un in-
citatif a devier et a epargner moins (ou desepargner plus) que ce
qui est recommande par le contrat.
Donc, si l'agent 2 ne peut pas contro^ler le montant d'epargne, l'agent 1
deviera forcement et choisira ses montants d'epargne de facon a verier :
u
0
(c
s
t
) = (1 + r)E
z
u
0
(c
z
t+1
) + 
s
t
pluto^t que :
u
0
(c
s
t
) = (1 + r)E
z
(1 + 
z
t
)u
0
(c
z
t+1
) + 
s
t
:
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Un contrat ou l'epargne n'est pas observable doit tenir compte de ce
comportement. Dans l'etat ou le revenu est le plus eleve, le probleme ne
se pose pas (lorsque  = r). On atteint l'etat stationnaire et aucune des
contraintes auto-executoires de l'agent 1 n'est serree. Le stock d'epargne
choisit par l'agent 1 est donc le me^me que celui que recommanderait
le contrat. Dans l'etat de la nature le plus defavorable, il est certain
que l'agent ne voudra pas epargner et le contrat devrait poser A
t
= 0
pour eviter les deviations. Mais dans les etats intermediaires, l'agent
lui-me^me a besoin d'un peu d'epargne pour ameliorer le lissage de sa
consommation. Le contrat doit en fait verier les conditions suivantes :
u
0
(c
s
t
) = (1 + r)E
z
h
z
0
(X
z
t+1
) + 
s
t
(23)
u
0
(c
s
t
) = h
s
0
(X
s
t
) (24)
(1 + 
z
t
)h
z
0
(X
z
t+1
)  
z
t
= h
s
0
(X
s
t
) 8 z 2 S: (25)
Ces conditions sont des conditions de premier ordre transformees pour
tenir compte du probleme d'incitation de l'agent 1. La condition (23)
est compatible avec les incitations de l'agent 1 puisqu'elle represente le
comportement optimal de l'agent 1 vis-a-vis de son epargne lorsque celle-
ci n'est pas observable par les autres. Les deux autres conditions sont les
conditions d'optimalite habituelles pour le choix de fV
z
t+1
g et b
s
t
.
On constate alors que me^me si (1 + r) = 1, il n'est plus possible
de trouver que 
s
t
= 
z
t
= 0 8 z. La consommation oscille en fonction
de l'histoire des etats et des contraintes auto-executoires. La solution du
contrat est sous-optimale par rapport a ce qu'elle est quand l'agent 2
peut parfaitement observer le stock d'epargne. Le lissage est imparfait a
cause d'un probleme de risque moral.
7 Conclusion
Si le taux d'intere^t sur l'epargne est egal au taux de preference pour
le present, l'introduction d'une opportunite externe d'epargne dans le
contrat auto-executoire a le me^me eet que le plein engagement de
l'agent neutre vis-a-vis du risque dans la relation. L'epargne n'est pas
vraiment une opportunite externe ici dans la mesure ou elle est entiere-
ment geree par le contrat de maniere a alleger le probleme d'engagement.
L'epargne agit dans le contrat comme un collateral et evolue de facon a
rela^cher les contraintes d'engagement des agents. Ainsi, la combinaison
du partage de risque et de l'epargne permet de diminuer l'eet negatif de
l'incompletude des marches sur les possibilites de lissage de la consom-
mation pour les agents. Cependant, ce resultat est tres dependant des
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hypotheses posees sur le modele. Si le taux d'intere^t sur l'epargne est
inferieur au taux de preference pour le present, alors l'epargne ne joue
plus aussi bien son ro^le de collateral. Le stock d'epargne est limite autant
que possible et le lissage peut rester tres imparfait. De me^me, si le stock
d'epargne n'est pas parfaitement observable par l'autre agent, l'eca-
cite du contrat est freinee par la necessite de fournir a l'emprunteur les
incitations a respecter ses recommandations en terme d'epargne.
Il reste une hypothese que nous n'avons pas rela^chee et qui est celle
que l'epargne puisse e^tre saisie par l'agent 2 si l'agent 1 ne respecte pas le
contrat. La question de la saisie totale du stock d'epargne est a remettre
en cause etant donne que, dans la plupart des relations nancieres, les de-
biteurs arrivent souvent a dissimuler au moins une partie de leurs avoirs
au moment des faillites. Cette hypothese est pourtant cruciale pour nos
resultats. Si l'agent 1 peut s'enfuir avec son stock d'epargne, alors sa
situation en autarcie depend du montant qu'il peut accumuler avant de
briser le contrat. Celui-ci doit donc limiter les montants epargnes ce qui
limite l'ecacite du contrat en terme de lissage. Il est d'ailleurs impos-
sible d'eectuer un tel contro^le si le stock d'epargne n'est pas observable.
Pour l'instant, avec les hypotheses qu'on a faites, on ne peut pas
dire que l'introduction dans le contrat d'un second moyen d'assurance,
comme le compte d'epargne, reduit les problemes d'engagement. On peut
juste conclure que si on peut engager un collateral dans les contrats auto-
executoires, ceux-ci deviennent immediatement plus ecaces. Supposer
que le stock d'epargne n'est pas saisissable permettrait de voir l'eet pur
d'une combinaison des moyens de lissage.
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Appendice
Preuve de la proposition 1 : Lorsque V augmente, l'ensemble des contrats
realisables diminue, reduisant ainsi l'utilite maximale que l'agent 1 retire
du programme de maximisation. La fonction f
s
est donc decroissante en
V .
L'ensemble des contraintes (2), (3), (4), (5) et (6) est strictement convexe
et u est strictement concave et continu^ment dierentiable. Ceci entra^ne
que f
s
est concave et dierentiable en (A; V ). Q.E.D.
Preuve de la proposition 2 : Dans le programme de maximisation, le re-
venu y
s
n'entre que dans la fonction-objectif u. Puisqu'elle est stricte-
ment croissante en y
s
, la fonction de valeur f
s
l'est egalement. Q.E.D.
Preuve de la proposition 3 : Recrivons les conditions enveloppe (14) et
(15) comme suit : f
s
A
+(1+ r)f
s
V
= 0. Ceci est une equation dierentielle
partielle lineaire homogene dont la solution generale s'ecrit sous la forme
f
s
(A; V ) = h
s
((1+r)A V ). Ici, on doit verier les conditions suivantes
sur les derives de f
s
:
f
s
A
(A; V ) = (1 + r)h
s0
((1 + r)A  V ) > 0
f
s
V
(A; V ) =  h
s0
((1 + r)A   V ) < 0
f
s
AA
(A; V ) = (1 + r)
2
h
s00
((1 + r)A  V ) < 0
f
s
V V
(A; V ) = h
s00
((1 + r)A   V ) < 0
f
s
AV
(A; V ) =  (1 + r)h
s00
((1 + r)A   V ) > 0
ce qui entra^ne h
s0
> 0 et h
s00
< 0. Q.E.D.
Preuve de la proposition 4 : La part de surplus accordee a l'agent 2
est limitee par les contraintes auto-executoires. V
s
t
2 [0;

V
s
(A
t
)] avec

V
s
(A
t
) tel que h
s
((1 + r)A
t
 

V
s
(A
t
)) = g(0; y
s
) et donc

V
s
(A
t
) =
(1 + r)A
t
  h
s
 1
[g(0; y
s
)]. La borne superieure sur V
s
t
est une fonction
lineaire croissante de A
t
. Les bornes sur la consommation de l'agent 1
dependent directement des bornes sur le surplus accorde a l'agent 2 par
la condition de premier ordre : u
0
(c
s
t
) = h
s
0
((1 + r)A
t
  V
s
t
) qui donne
la valeur minimale de c
s
t
quand V
s
t
=

V
s
(A
t
) : c
s
= u
0
 1
[h
s
0
((1 + r)A
t
 

V
s
(A
t
))] = u
0
 1
[h
s
0
(h
s
 1
[g(0; y
s
)]] et la valeur maximale de c
s
t
quand
V
s
t
= 0 : c
s
(A
t
) = u
0
 1
[h
s
0
((1 + r)A
t
)], fonction croissante de A
t
.Q.E.D.
Preuve de la proposition 5 : Pour la consommation maximale, le resul-
tat est direct et du^ au fait que V = 0 et y
s
> y
z
avec u
0 1
et h
s
0
decroissantes. Pour la consommation minimale, on utilise le fait que
g(0; y
s
) > g(0; y
z
) et que h
s
 1
est croissante. Q.E.D.
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Preuve de la proposition 6 : Les conditions (16) et (17) entra^nent 
s
t
=
 E
z

z
t
. Les multiplicateurs de Lagrange etant positifs ou nuls, on doit
avoir 
z
t
= 
s
t
= 0 8 z 2 S. Q.E.D.
Preuve de la proposition 7 : Avec 
z
t
= 0, la condition (17) devient
u
0
(c
s
t
) = (1 + 
z
t
)u
0
(c
z
t+1
). La concavite de u entra^ne le resultat.Q.E.D.
Preuve de la proposition 8 : Supposons que 
z
t
> 0 et 
s
t
= 0 avec
s > z. Alors : f
z
(A
t+1
; V
z
t+1
) = g(0; z) < g(0; s)  f
s
(A
t+1
; V
s
t+1
).
Et aussi : c
s
t+1
< c
z
t+1
par la proposition 7. Soit (A

t+2
; fV
w
t+2
g
w2S
) et
(A
0
t+2
; fV
0
w
t+2
g
w2S
) les solutions en t+ 1 si respectivement s et z se rea-
lisent. Alors :
f
s
(A
t+1
; V
s
t+1
) = u(c
s
t+1
) + E
w
f
w
(A

t+2
; V
w
t+2
)
< u(c
z
t+1
) + E
w
f
w
(A

t+2
; V
w
t+2
)
 u(c
z
t+1
) + E
w
f
w
(A
0
t+2
; V
0
w
t+2
)
= f
z
(A
t+1
; V
z
t+1
)
et il y a contradiction. Q.E.D.
Preuve du corollaire 1 : Ce corollaire est directement entra^ne par la
preuve precedente. Q.E.D.
Preuve de la proposition 9 : On note X
s
t
l'actif net (1+r)A
t
 V
s
t
. En t, la
contrainte auto-executoire est veriee dans l'etat s et la consommation
est optimale : ) (a) h
s
(X
s
t
)  g(0; y
s
) et (b) u
0
(c
s
t
) = h
s
0
(X
s
t
)
Supposons que 
s
t+
> 0 pour   0 : ) (c) h
s
(X
s
t++1
) = g(0; y
s
) et (d)
u
0
(c
s
t++1
) = h
s
0
(X
s
t++1
)
et la proposition (7) pour 
s
t+
> 0 nous donne : (e) c
s
t++1
> c
t+
 c
s
t
.
i) : (a), (c) et (e) ) h
s
(X
s
t
)  h
s
(X
s
t++1
)
ii) : (b), (d) et (e) ) h
s
0
(X
s
t
) > h
s
0
(X
s
t++1
)
ce qui contredit la concavite de h. Q.E.D.
Preuve du corollaire 2 : Ce corollaire decoule entierement des proposi-
tions precedentes. Q.E.D.
Preuve du lemme 1 : Si 
s
t
> 0, alors c
s
t+1
> c
s
t
et h
s
0
((1 + r)A
t
  V
s
t
) >
h
s
0
((1 + r)A
s
t+1
  V
s
t+1
). Or, comme 
s
t
> 0 implique que h
s
((1 + r)A
t
 
V
s
t
)  g(0; y
s
) = h
s
((1 + r)A
s
t+1
  V
s
t+1
), il est impossible de verier les
deux conditions si h est concave. Q.E.D.
Preuve du lemme 2 : Si la contrainte de l'agent 2 est serree dans l'etat s,
c'est que le contrat lui accorde le plus petit surplus possible dans cet etat :
V
s
t+1
= 0  V
s
t
. De plus, la condition (19) donne que u
0
(c
s
t
) < u
0
(c
s
t+1
)
ce qui entra^ne : h
s0
((1 + r)A
t
  V
s
t
) < h
s0
((1 + r)A
s
t+1
  V
s
t+1
). Comme
h
s0
est decroissante on a (1 + r)A
t
  V
s
t
> (1 + r)A
s
t+1
et donc
(1 + r)[A
t
 A
s
t+1
] > V
s
t
 0:
Pour que ceci soit respecte il faut donc que A
t
soit positif. Q.E.D.
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Preuve du lemme 3 : Supposons 
s
t 1
= 0 et 
z
t 1
> 0. Alors par la
condition de lissage, on sait que c
s
t
= c
t 1
< c
z
t
ce qui entra^ne que
h
s0
((1 + r)A
t
  V
s
t
) > h
z 0
((1 + r)A
t
  V
z
t
). Or, si seule la contrainte
dans l'etat z est serree, on a : h
s
((1 + r)A
t
  V
s
t
)  g(0; y
s
) > g(0; y
z
) =
h
z
((1 + r)A
t
  V
z
t
). Ces deux inegalites ne sont pas compatibles si h est
concave.
De me^me, supposons que 
z
t 1
= 0 et 
s
t 1
> 0. Alors, h
s0
((1 + r)A
t
 
V
s
t
) > h
z 0
((1 + r)A
t
  V
z
t
) et donc (1 + r)A
t
  V
s
t
< (1 + r)A
t
  V
z
t
ce
qui entra^ne V
z
t
  V
s
t
= V
z
t
< 0 ce qui est impossible. Q.E.D.
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